
Analytische Berechnung von Kenngrößen des EXIT-Charts und
Optimierung von QAM-Signalpunkten

Dipl.-Ing. Nabil Sven Muhammad 
Universität Stuttgart, Pfaffenwaldring 47, 70569 Stuttgart 

Institut für Nachrichtenübertragung 
Tel.: +49 711 685 7947, Fax: +49 711 685 7929 

Email: muhammad@inue.uni-stuttgart.de 

Zusammenfassung: Bei der  Bit-Interleaved  Coded  Modulation mit  iterativem De-
mapping (BICM-ID) ist die Wahl der Zuordnungsvorschrift von besonderem Interesse.
Die EXIT-Diagramme erlauben hierzu einen tieferen Einblick in den iterativen Pro-
zess. Üblicherweise werden diese Diagramme durch relativ aufwendige Monte-Carlo-
Simulationen ermittelt. Es wird nun eine Formel für die Transinformation zwischen ge-
sendeten (kodierten) Bits und den entsprechenden extrinsischen L-Werten des Demap-
pers bei perfektem a priori Wissen hergeleitet. Zusätzlich wird eine Näherung für die
Berechnung der Bitfehlerhäufigkeit bei unkodierter Übertragung angegeben, für den
Fall, dass kein a priori Wissen zur Verfügung steht. Mit diesen beiden Formeln kön-
nen nun verschiedene Mappings miteinander verglichen und optimiert werden. Diese
Arbeit beschränkt sich auf die Übertragung einer 16-stufigen QAM über einen AWGN-
Kanal  (additive white Gaussian noise),  wobei die Signalpunkte  beliebig angeordnet
sein dürfen, jedoch einer Energienormierung unterliegen.

1 Einleitung

Bild  1 zeigt  das  Blockschaltbild  einer  Bit-Interleaved  Coded Modulation  Übertra-
gungstrecke mit iterativem Demapping (BICM-ID):

Bild 1: BICM-ID Blockschaltbild

Nähere Informationen zu den Themen BICM,  iteratives Demapping und den EXIT-
Diagrammen findet man unter [1-5].

Die Informationsbits bi durchlaufen einen Kodierer der Koderate R und bilden die Fol-
ge ci. In dieser Arbeit wird ein systematischer Kode der Rate R=1/2 verwendet, der =2
Speicherelemente und in oktaler Schreibweise die  Generatorpolynome (Gr, G) = (04,
07) besitzt. Nach der bitweisen Verwürfelung (Interleaving) werden je M Bits  über die
Zuordnungsvorschrift µ einem komplexwertigen Symbol y zugewiesen:



                   x0, x1, ... , x k , ... x M−1
T=: x µ y=mapx = yR j⋅y I

         (1)

(.)T bezeichnet den transponierten Vektor. Auf dem Kanal überlagert sich additiv ein
komplexwertiges, gaußverteiltes, weißes Rauschen:
               z=z R j⋅z I= yn= yRnR j⋅ y In I  ,          (2)

wobei beide Dimensionen mittelwertfrei sind und je die Varianz n
2 besitzen. Der Soft-

in/Soft-Out (SISO)-Demapper berechnet aus den Kanalbeobachtungen z und den rück-
gekoppelten a priori L-Werten LA,1 die extrinsischen L-Werte LE
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Der  Index „1“, der die Größen des  Demappers beschreibt,  wurde weggelassen. Der
Vektor  LA umfasst die a priori  L-Werte  des betrachteten Symbols:  LA = [LA(x0),  LA

(x1), ..., LA(xM-1)]T. x [k ]
T ⋅LA ,[k ] ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren, bei denen der

k-te Eintrag gestrichen wurde undℵk ,b ist die Menge derjenigen Hypothesenvektoren
x , bei welchen x k=b mit (b=0,1) gilt.

In einem EXIT (extrinsic information transfer) Diagramm wird für beide Dekodier-
blöcke je eine Übertragungscharakteristik Tn (n=1,2) eingezeichnet. Die Eingangsva-
riable  der  Übertragungscharakteristik  Tn ist  der  gemeinsame  Informationsgehalt
(Transinformation)  IAn zwischen den Zufallsvariablen  Xn und  LAn. Für  den inneren
Dekoder (n=1), der in dieser Betrachtung der SISO Demapper sei, ist X1 die Zufalls-
variable  der  verwürfelten Sendebits xi und LA1 die  Zufallsvariable der entsprechen-
den a priori L-Werte LA,1. Bei dem äußeren Dekoder (n=2) beschreibt X2 die kodierten
Sendebits  ci und  LA2 die a priori  L-Werte  LA,2. Als Ausgangsgröße von Tn dient  die
Transinformation IE,n zwischen der eben erwähnten Zufallsvariablen Xn und LEn, wobei
LEn die jeweils berechneten  extrinsischen L-Werte   LE,n beschreibt.  Tn ist  somit  die
Übertragungsfunktion  IEn = Tn(IAn). Da der innere Dekoder neben den a priori L-Wer-
ten auch die Information z vom Kanal erhält, wird bei der Übertragungscharakteristik
T1 als Parameter noch das Bitenergie-zu-Rausch Verhältnis (Störabstand)  Eb  / N0 (in
dB) angegeben:

       
E b

N 0

=10⋅lg
E s

R⋅M⋅2n
2          (4)

Es  ist die mittlere  Symbolenergie  des  Mappings und  werde im Folgenden  auf  den
Wert 1 normiert.

Üblicherweise  wird  zur  Ermittlung  der  beiden  Übertagungscharakteristika  jeweils
eine  bestimmte  Verteilung  der  a  priori  L-Werte  angenommen,  welche  einen  ge-
wünschten Wert IA,n besitzt, und dann durch Monte Carlo Simulation der entsprechen-
de Ausgangswert IE,n gemessen.
In Bild 2 ist das EXIT-Diagramm für eine 16-QAM mit dem oben erwähnten Faltungs-
kode zu sehen. Die Zuordnungsvorschrift für das Mapping ist aus dem Signalzustands-
Diagramm (Bild 3) ersichtlich, wobei der Anschaulichkeit halber Es=10 gewählt wur-
de. Die Übertragungscharakteristik T1 des Demappers wurde für die Störabstände 3 dB
und 4 dB ermittelt. Man beachte, dass für die Übertragungscharakteristik T2 des äuße-
ren Dekoders die Achsen vertauscht wurden,  d.h.  IA2 wird auf der Ordinate und  IE2



auf der Abszisse aufgetragen. So ist  es nun möglich,  den iterativen Dekodierablauf
durch  eine  Trajektorie  zu veranschaulichen,  welche  zick-zack-förmig zwischen den
beiden Kurven T1,2 verläuft. In Bild 2 erkennt man, dass die Trajektorie bei einem Stör-
abstand von 4 dB durch beide Kurven „durchtunneln“ und somit zu geringen Bitfeh-
lerhäufigkeiten konvergieren kann. Dem Idealpunkt (IA2, IE2) = (1,1) entspricht eine Bit-
fehlerhäufigkeit (BER) von 0.

Bild 2: EXIT-Diagramm für Mapping      Bild3: orthogonales Anti-Gray Mapping
aus Bild 3     

2 Berechnung der Transinformation bei perfektem a priori Wissen

Im Folgenden ist der Punkt  IE1 bei perfektem a priori Wissen, d.h. IA1=1, von besonde-
rem Interesse. Aus Bild 2 erkennt man, dass ein hoher Wert für IE1(IA1=1) einen spä-
ten Schnittpunkt (also nahe bei (IA2, IE2) = (1,1)) der beiden Funktionen T1,2 zur Folge
hat, und ein derartiges Mapping somit eine geringe Bitfehlerhäufigkeit aufweist.

Es kann nun gezeigt werden, dass sich IE,1(1) aus dem Störabstand und aus M2Μ−1 Eu-
klidischen Abständen dj,k im Signalzustands-Diagramm berechnen lässt, wobei dj,k wie
folgt definiert ist:

           d j , k=∣y j , k− y j , k∣=∣mapx j , k −mapx j , k−2k ∣ ∀ j=0,. .. ,2M−1
∀ k=0,. .. , M

(5)
Hierbei ist  yj,k ein Symbol, bei dem die zugeordnete Bitfolge  xj,k eine 1 an der  k-ten
Stelle besitzt (xj,k=1) und y j , k ist jenes Symbol, bei welchem die k-te Stelle der Bitfol-
ge xj,k durch eine 0 ersetzt wurde (xj,k als Dezimalzahl interpretiert ergibt nach Subtrak-
tion mit 2k die gesuchte Bitfolge).

Für die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  p(LE1|X=1), d.h. unter der Bedin-
gung, dass das gesendete Bit eine 1 war (xi =1), erhält man das arithmetische Mittel aus
M2Μ−1 Gaußverteilungen mit Mittelwert µ(L) j,k und Varianz 2

(L) j,k, wobei
          µ(L) j,k = dj,k

2   (6)
          2

(L) j,k = 2µ(L) j,k           (7)
gilt.  bezeichnet das Signal-zu-Rauschverhältnis:  = Es  / N0 = Es  / 2n

2. Vereinfacht
ausgedrückt ergibt sich also



         p LE1∣X=1= 1

M⋅2M−1∑
j , k

AL j , k ,L j , k
2  .          (8)

In Bild  4  wurde bei  einem Störabstand  von 4 dB neben  der  nach (8) berechneten
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auch die tatsächlich gemessene Verteilung für per-
fektes a priori Wissen aufgetragen. Das Mapping wurde gemäß Bild 3 gewählt.

Bild 4: p(LE1|X=1) für Mapping nach Bild 3

Aus Symmetriegründen gilt:
            p(LE1|X=0) = p(–LE1|X=1) .          (9)
Damit kommt die Berechnung der Transinformation IE1 bei perfektem a priori Wissen
mit einer der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen aus:

                      I E1 I A1=1 = 1−∫
ℝ

p ∣X=1⋅ld 1 p −∣X=1
p ∣X=1 d ,           (10)

mit p(=LE1|X=1) nach (8).

In Falle des oben erwähnten orthogonalen Anti-Gray Mappings ergibt die Berechnung
bei  4  dB Störabstand nach  (10)  IE1(1) = 0.9738 und die  Simulation  liefert  IE1(1) =
0.9740 (die Einheit bit wird hier weggelassen).

3 Optimierte Mappings für äquidistante Signalpunkte

Beschränkt man sich auf Mappings, deren Symbole äquidistant in einem orthogonalen
Raster liegen, kann man mit Hilfe des (iterativen) Binary Switching Algorithmus [6]
(BSA) diejenige Zuordnungsvorschrift unter den 16! möglichen Anordnungen finden,
welche IE1(1)  nach (10) optimiert.

Bei jeder Iteration werden zunächst die Symbole durch eine bestimmte Gütefunktion
bewertet. Das ungünstigste Symbol (kleinste Gütefunktion) wird der Reihe nach mit al-
len übrigen Symbolen vertauscht und der neue Wert für IE1(1) wird jeweils berechnet.
Derjenige  Tausch,  welcher  den  größten  Gewinn  für  IE1(1)  ergibt,  wird  tatsächlich
durchgeführt. Ist kein gewinnbringender Tausch möglich, wird die Prozedur mit dem
nächstungünstigsten Symbol wiederholt. Das Verfahren konvergiert in ein lokales Op-
timum, wenn sich überhaupt kein gewinnbringender Tausch mehr finden lässt. Durch
zufällig gewählte Anfangsanordnungen kann sichergestellt werden, dass man das glo-



bale Optimum findet.
Nach (5) kommt jedes der 2M Symbole bei der Berechnung von je M Euklidischen Ab-
ständen dj,k vor. Die Summe der quadratischen Abstände dient hier als Gütefunktion:

                D j=∑
k=0

M−1

d j , k
2        (11)

Obwohl Gl. (10) abhängig vom Störabstand ist, ergab der BSA für alle untersuchten
Störabstände das gleiche globale Optimum, dessen Zuordnungsvorschrift in Bild 3 zu
sehen ist. Durch einen ähnlichen Ansatz wurde dieses Mapping bereits in [7] gefunden.

4 Optimierte Mappings für beliebige, nicht-äquidistante, Signalpunkte
4.1 Maximierung von IE1(1)
Die 2M Symbole werden nun in einem Vektor S zusammengefasst. Nach (10) ist IE1(1)
eine Funktion von S. Das (iterative) Gradientenverfahren zur Optimierung von IE1(1)
bildet den Gradient bezüglich dieses Symbolvektors gradS IE1(1) [8,9]. Für die nachfol-
gende Iteration wird  dieser Vektor mit einer bestimmten Schrittweite  ,  ausgehend
von S, „entlanggelaufen“:

      S n1  =  Sn +  gradS IE1(1)        (12)
Nun  muss der  neue  Symbolvektor  wieder  auf  die  Energie  ES=1 normiert  werden:

                 S n1=
S n1

∥S n1∥
       (13)

Bei dem Gradientenverfahren löst man sich von der Beschränkung auf ein orthogona-
les äquidistantes Raster und erlaubt alle Anordnungen. In Bild 5 ist jene Anordnung zu
erkennen, welche  IE1(1) maximiert. Wie bei allen hier gezeigten Signalzustands-Dia-
grammen wurde auch hier ES=10 gewählt.

Man erkennt, dass sich zwei Gruppen aus je
2Μ−1 Symbolen, die  beliebig nahe beieinander
liegen,  bilden  und  diese  an  den  Punkten
±Es /2± j⋅E s /2 angeordnet  sind.  Die
Symbole der Gruppe G2 besitzen ein gerad-
zahliges  Hamming-Gewicht  (z.B.  0000,
0110), während Symbole aus G1 ein ungera-
des Hamming-Gewicht aufweisen (z.B. 0001,
1110). Dies bedeutet,  dass sich die Symbole
innerhalb einer  Gruppe um mindestens zwei
Bits  unterscheiden.  Bei  perfektem  a  priori
Wissen sind die  übrigen  M-1 Bits  zu 100%
bekannt, wodurch die zwei in Frage kommen-
den Symbole entweder in G1 oder G2 liegen. 

Bild 5: Mapping mit maximalem IE1(1)

Ein  derartiges  Mapping  ist  in  der  Praxis  nicht  einsetzbar,  erlaubt  aber  folgende
Schlussfolgerung: unabhängig von der  Modulationsstufe  M lassen sich immer zwei
Gruppen G1 und G2 bilden, die sich im Abstand 2E s   (bzw. 2, falls  Es auf 1 nor-
miert  wurde)  befinden.  Über  die  Gleichungen  (6)  bis  (8)  erhält  man
p LE1∣X=1=A4 , 8 . Mit der in [4] definierten J-Funktion lässt sich nun die

entsprechende Transinformation angeben, welche als Obergrenze aufgefasst werden
kann:

                       I E11 ≤ I E11∣upper bound=J 22       (14)

Man erkennt, dass diese Grenze nur von dem Signal-zu-Rauschverhältnis  abhängt.



4.2 Maximierung von IE1(1) und Minimierung von Pb

Aus der vorherigen Betrachtung folgt, dass man ein weiteres Kriterium hinzuziehen
muss, um realisierbare Mappings zu optimieren. Eine Möglichkeit besteht darin, IE1(0)
ebenso zu maximieren bzw. einen Kompromiss zwischen diesen beiden Grenzwerten
der  Demapper-Übertragungscharakteristik zu finden. Der  Einfachheit  halber  werden
hierzu einige Näherungen getroffen:
Nach [4] lässt sich jedem Punkt des EXIT-Diagramms näherungsweise eine Bitfehler-
häufigkeit  Pb zuordnen. Dazu wurde die Annahme getroffen, dass die L-Werte gauß-
verteilt  sind. Für den Punkt (IA1=0,  IE1(0)) ergibt sich:

       Pb≈
1
2

erfc  J−1 I E10
22  . 

(15)Hierbei bezeichnet erfc(.) die komplementäre Fehlerfunktion. Aus Monotoniebe-
trachtungen ergibt sich, dass eine Minimierung von Pb eine Maximierung von IE1(0)
liefert. Um Pb zu berechnen, werden als weitere Näherung die Entscheidungsgebiete,
die zu einem Symbolfehler führen, durch Halbebenen ersetzt, welche ab dem halben
Abstand zweier betrachteter Symbole beginnen. Diese Näherung ist berechtigt für gro-
ße Störabstände und wurde auch in [10] benutzt. Somit erhält man:  

Pb≈
1

2M ∑
n=0

2M−1

∑
i=0
i≠n

2M−1
1
2

erfc ∣yn− yi∣
22⋅n

⋅ 1
M
⋅d Hmap−1 yn , map−1 yi ,        (16)

wobei dH(. , .) den Hamming Abstand der beiden Bitfolgen beschreibt. Anstelle Pb zu
minimieren,  kann man auch die Wahrscheinlichkeit  (1-Pb), dass ein Bit  richtig ent-
schieden wird, maximieren. Mit dem Gewichtungsfaktor aW  [0,1] lässt sich nun eine
Funktion für einen geeigneten Kompromiss definieren:

optsum(S) = aW IE1(1)  + (1-aW)(1-Pb)        (17)
Für aW =1 wird nur IE1(1) maximiert, für  aW =0 nur Pb minimiert und für jeden anderen
Wert wird ein entsprechender Kompromiss gefunden. Das Gradientenverfahren wird
(nach geeigneter Normierung der beiden Gradienten auf eine feste Schrittweite) wie
folgt erweitert:

        S n1  =  Sn +  aW gradS IE1(1)  + (1-aW) gradS (1-Pb)        (18)
Anschließend  wird  die  Normierung  entsprechend  (13)  durchgeführt.  Wie auch  der
BSA konvergiert  das Gradientenverfahren in der Regel in ein lokales Extremum, so
dass durch viele zufällig gewürfelte Anfangsanordnungen das globale Extremum ge-
funden werden kann.

Die Bilder 6 bis 8 zeigen optimierte Mappings für aW = 0, 0.5 und 0.95 sowie die Wer-
te für IE1(1), Pb und optsum(S) für 6 dB Störabstand. Für aW = 0 erkennt man die zu er-
wartende Gray-Zuordnungsvorschrift, jedoch liegen die Symbole nicht in einem ortho-
gonalen Raster. Bei  aW = 0.5 liegen die Symbole der Gruppen G1 und G2 bereits in
disjunkten Gebieten, und die Gruppen entfernen sich mit zunehmendem aW. Bei nahe-
zu allen optimierten Mappings ergaben sich viermal jeweils vier Punkte mit dem sel-
ben Betrag und den Winkeln ±± . Sofern sich bei dem anfangs gewürfelten Map-
ping die Gruppen G1 und G2 nicht in verschiedenen Gebieten befanden, konvergierte
das Gradientenverfahren für aW≥0.6  stets in ein lokales Optimum, bei dem sich die
Symbole der Gruppe G2 auf einer inneren Ellipse anordneten, während die Gruppe G1
eine äußere Ellipse bildete. Bild 9 zeigt ein derartiges Suboptimum für  aW = 0.8, bei
dem die Ellipsen zu Kreisen entartet  sind und die Signalkonstellation eine PSK mit
zwei Amplitudenstufen darstellt.



Bild 6: Mapping mit aW = 0               Bild 7: Mapping mit aW = 0.5

Bild 8: Mapping mit aW = 0.95              Bild 9: Mapping mit aW = 0.8 (subop.)

Bild 10 zeigt das EXIT-Diagramm für die Mappings aus den Bildern 6 bis 8 bei 4 dB
Störabstand. Zum Vergleich wurde auch das beste orthogonale Mapping aus Bild  3
eingezeichnet.

Bild 10: EXIT-Diagramm für aW  =                 Bild 11: EXIT-Diagramm für aW  = 
          0 , 0.5, 0.95 und für orth. AG     0.8 (suboptimal) und orth. AG



Die Übertagungscharakteristik für aW = 0 ist nahezu eine horizontale Gerade und liegt
minimal über der eines orthogonalen Gray-Mappings. Die Kurve für aW = 0.5 besitzt
größere Werte  IE1(0) und  IE1(1) als das orthogonale Anti-Gray Mapping, hängt aller-
dings in der Mitte des Diagramms stärker durch. Erhöht man aW weiter, so verbessert
sich IE1(1) auf Kosten der Werte für geringes a priori Wissen. Es ist also ein später Tur-
bo-Cliff mit einem geringen Error-Floor zu erwarten. Die suboptimale Anordnung für
aW = 0.8 maximiert die Grenzwerte  IE1(0) und  IE1(1) zwar schwächer als das entspre-
chende globale Optimum, besitzt aber eine Übertagungscharakteristik, welche für alle
IA1 über der des  orthogonalen Anti-Gray Mappings liegt.

Bild 12 fasst die Ergebnisse in einem Diagramm (BER über Störabstand) zusammen.

Bild 12: Bitfehlerhäufigkeit über Störabstand für verschiedene 16-QAM Mappings

Wie zu erwarten, verschiebt sich der Turbo-Cliff mit steigendem aW zu höheren Stör-
abständen, jedoch weisen diese Mappings einen geringeren Error-Floor auf. Das sub-
optimale Mapping für aW = 0.8, sowie das Mapping für aW = 0.5 erlauben einen guten
Kompromiss zwischen den unterschiedlichen Anforderungen.
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