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Zusammenfassung: Bei der Bit-Interleaved Coded Modulation mit iterativem De-
mapping (BICM-ID) ist die Wahl der Zuordnungsvorschrift von besonderem Interesse.
Die EXIT-Diagramme erlauben hierzu einen tieferen Einblick in den iterativen Pro-
zess. Ublicherweise werden diese Diagramme durch relativ aufwendige Monte-Carlo-
Simulationen ermittelt. Es wird nun eine Formel fiir die Transinformation zwischen ge-
sendeten (kodierten) Bits und den entsprechenden extrinsischen L-Werten des Demap-
pers bei perfektem a priori Wissen hergeleitet. Zusditzlich wird eine Ndiherung fiir die
Berechnung der Bitfehlerhdufigkeit bei unkodierter Ubertragung angegeben, fiir den
Fall, dass kein a priori Wissen zur Verfiigung steht. Mit diesen beiden Formeln kon
nen nun verschiedene Mappings miteinander verglichen und optimiert werden. Diese
Arbeit beschrinkt sich auf die Ubertragung einer 16-stufigen QAM iiber einen AWGN-
Kanal (additive white Gaussian noise), wobei die Signalpunkte beliebig angeordnet
sein diirfen, jedoch einer Energienormierung unterliegen.

1 Einleitung

Bild 1 zeigt das Blockschaltbild einer Bit-Interleaved Coded Modulation Ubertra-
gungstrecke mit iterativem Demapping (BICM-ID):
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Bild 1: BICM-ID Blockschaltbild

Nahere Informationen zu den Themen BICM, iteratives Demapping und den EXIT-
Diagrammen findet man unter [1-5].

Die Informationsbits b; durchlaufen einen Kodierer der Koderate R und bilden die Fol-
ge ¢;. In dieser Arbeit wird ein systematischer Kode der Rate R=1/2 verwendet, der v=2
Speicherelemente und in oktaler Schreibweise die Generatorpolynome (G,, G) = (04,
07) besitzt. Nach der bitweisen Verwiirfelung (Interleaving) werden je M Bits {iber die
Zuordnungsvorschrift p einem komplexwertigen Symbol y zugewiesen:



(xo,xL---:xk:---xM—l)T:-'x - y=map(x)=yR+j-y, )
()" bezeichnet den transponierten Vektor. Auf dem Kanal iberlagert sich additiv ein
komplexwertiges, gaul3verteiltes, weiles Rauschen:
z=zptjz,=y+n=(y+n,)tj(y,+n,) > (2)
wobei beide Dimensionen mittelwertfrei sind und je die Varianz > besitzen. Der Soft-
in/Soft-Out (SISO)-Demapper berechnet aus den Kanalbeobachtungen z und den riick-
gekoppelten a priori L-Werten Ly ; die extrinsischen L-Werte Lg (x;, z) fiir alle Bits x; €
{0, 1, ..., M-1} eines Symbols:
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Der Index ,,1% der die Grolen des Demappers beschreibt, wurde weggelassen. Der
Vektor L, umfasst die a priori L-Werte des betrachteten Symbols: La = [La(xs), La

(1), oo LaCaae)]™ X [TH-L A,k ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren, bei denen der
k-te Eintrag gestrichen wurde und N, , ist die Menge derjenigen Hypothesenvektoren
X , bei welchen X ,=b mit (b=0,1) gilt.

In einem EXIT (extrinsic information transfer) Diagramm wird fiir beide Dekodier-
blocke je eine Ubertragungscharakteristik T, (n=1,2) eingezeichnet. Die Eingangsva-
riable der Ubertragungscharakteristik T, ist der gemeinsame Informationsgehalt
(Transinformation) 7, zwischen den Zufallsvariablen X, und La,. Fiir den inneren
Dekoder (n=1), der in dieser Betrachtung der SISO Demapper sei, ist X; die Zufalls-
variable der verwiirfelten Sendebits x; und La; die Zufallsvariable der entsprechen-
den a priori L-Werte La ;. Bei dem duBleren Dekoder (n=2) beschreibt X die kodierten
Sendebits ¢; und La, die a priori L-Werte La,. Als Ausgangsgrofle von T, dient die
Transinformation /g, zwischen der eben erwihnten Zufallsvariablen X, und Lg,, wobei
Lg, die jeweils berechneten extrinsischen L-Werte Lg, beschreibt. T, ist somit die
Ubertragungsfunktion Ir, = T,(/a,). Da der innere Dekoder neben den a priori L-Wer-
ten auch die Information z vom Kanal erhilt, wird bei der Ubertragungscharakteristik
T, als Parameter noch das Bitenergie-zu-Rausch Verhiltnis (Stoérabstand) £y, / Ny (in
dB) angegeben:
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E, ist die mittlere Symbolenergie des Mappings und werde im Folgenden auf den
Wert 1 normiert.

Ublicherweise wird zur Ermittlung der beiden Ubertagungscharakteristika jeweils
eine bestimmte Verteilung der a priori L-Werte angenommen, welche einen ge-
wiinschten Wert /4, besitzt, und dann durch Monte Carlo Simulation der entsprechen-
de Ausgangswert Ir, gemessen.

In Bild 2 ist das EXIT-Diagramm fiir eine 16-QAM mit dem oben erwéhnten Faltungs-
kode zu sehen. Die Zuordnungsvorschrift fiir das Mapping ist aus dem Signalzustands-
Diagramm (Bild 3) ersichtlich, wobei der Anschaulichkeit halber £~10 gewahlt wur-
de. Die Ubertragungscharakteristik T; des Demappers wurde fiir die Storabstinde 3 dB
und 4 dB ermittelt. Man beachte, dass fiir die Ubertragungscharakteristik T, des dufle-
ren Dekoders die Achsen vertauscht wurden, d.h. I, wird auf der Ordinate und /x>



auf der Abszisse aufgetragen. So ist es nun mdoglich, den iterativen Dekodierablauf
durch eine Trajektorie zu veranschaulichen, welche zick-zack-formig zwischen den
beiden Kurven T, verlduft. In Bild 2 erkennt man, dass die Trajektorie bei einem Stor-
abstand von 4 dB durch beide Kurven ,,durchtunneln® und somit zu geringen Bitfeh-
lerhaufigkeiten konvergieren kann. Dem Idealpunkt (742, Ir2) = (1,1) entspricht eine Bit-
fehlerhdufigkeit (BER) von 0.
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Bild 2: EXIT-Diagramm fiir Mapping Bild3: orthogonales Anti-Gray Mapping
aus Bild 3

2 Berechnung der Transinformation bei perfektem a priori Wissen

Im Folgenden ist der Punkt /g bei perfektem a priort Wissen, d.h. /5,=1, von besonde-
rem Interesse. Aus Bild 2 erkennt man, dass ein hoher Wert fiir /z1(/a1=1) einen spé-
ten Schnittpunkt (also nahe bei (/a2, Ir2) = (1,1)) der beiden Funktionen T,, zur Folge
hat, und ein derartiges Mapping somit eine geringe Bitfehlerhdufigkeit aufweist.

Es kann nun gezeigt werden, dass sich /(1) aus dem Storabstand und aus M-2"* Eu-
klidischen Abstinden d;, im Signalzustands-Diagramm berechnen ldsst, wobei d;x wie
folgt definiert ist:
. M

d; =|; k=75l |map(x; ,)-map(x; ,—2") g{;gi:ﬁu_l
()
Hierbei ist yjx ein Symbol, bei dem die zugeordnete Bitfolge x;j« eine 1 an der k-ten
Stelle besitzt (xj;=1) und ¥; , ist jenes Symbol, bei welchem die k-te Stelle der Bitfol-
ge x;jx durch eine 0 ersetzt wurde (x;« als Dezimalzahl interpretiert ergibt nach Subtrak-
tion mit 2* die gesuchte Bitfolge).

Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(Lgi|X=1), d.h. unter der Bedin-
gung, dass das gesendete Bit eine 1 war (x;=1), erhélt man das arithmetische Mittel aus

M-2M?* GauBverteilungen mit Mittelwert p);x und Varianz %), wobei
Wawy ik = o dyi? (6)
&)k = 2+ (7
gilt. a bezeichnet das Signal-zu-Rauschverhiltnis: o = E;/ Ny = E,/ 26.,*>. Vereinfacht
ausgedriickt ergibt sich also



1
p(Lgl|X=1)= 71 > ABy 0000 (8)
M-2 IX;

In Bild 4 wurde bei einem Stoérabstand von 4 dB neben der nach (8) berechneten
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion auch die tatsdchlich gemessene Verteilung fiir per-
fektes a priori Wissen aufgetragen. Das Mapping wurde gemif Bild 3 gewdéhlt.
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Bild 4: p(Lei|X=1) fiir Mapping nach Bild 3

Aus Symmetriegriinden gilt:

P(Lei|X=0) = p(=Lei| X=1) . 9)
Damit kommt die Berechnung der Transinformation /g, bei perfektem a priori Wissen
mit einer der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen aus:

1+ (10)

Iy (1,=1) = l—fp(Clel)-ld
R

mit p({=Lei|X=1) nach (8).

p(—ClX=1)
plclx=1) )dc ’

In Falle des oben erwéhnten orthogonalen Anti-Gray Mappings ergibt die Berechnung
bei 4 dB Storabstand nach (10) Zei(1) = 0.9738 und die Simulation liefert /(1) =
0.9740 (die Einheit bit wird hier weggelassen).

3 Optimierte Mappings fiir dquidistante Signalpunkte

Beschrankt man sich auf Mappings, deren Symbole dquidistant in einem orthogonalen
Raster liegen, kann man mit Hilfe des (iterativen) Binary Switching Algorithmus [6]
(BSA) diejenige Zuordnungsvorschrift unter den 16! moglichen Anordnungen finden,
welche 7g1(1) nach (10) optimiert.

Bei jeder Iteration werden zundchst die Symbole durch eine bestimmte Giitefunktion
bewertet. Das ungiinstigste Symbol (kleinste Giitefunktion) wird der Reihe nach mit al-
len iibrigen Symbolen vertauscht und der neue Wert fiir /gi(1) wird jeweils berechnet.
Derjenige Tausch, welcher den grofften Gewinn fiir /(1) ergibt, wird tatséchlich
durchgefiihrt. Ist kein gewinnbringender Tausch mdglich, wird die Prozedur mit dem
ndchstungiinstigsten Symbol wiederholt. Das Verfahren konvergiert in ein lokales Op-
timum, wenn sich liberhaupt kein gewinnbringender Tausch mehr finden ldsst. Durch
zufdllig gewihlte Anfangsanordnungen kann sichergestellt werden, dass man das glo-



bale Optimum findet.
Nach (5) kommt jedes der 2" Symbole bei der Berechnung von je M Euklidischen Ab-
standen d;, vor. Die Summe der quadratischen Abstdnde dient hier als Gilitefunktion:

M-—1
2
D= d, (11)
k=0

Obwohl Gl. (10) abhingig vom Storabstand ist, ergab der BSA fiir alle untersuchten
Storabstinde das gleiche globale Optimum, dessen Zuordnungsvorschrift in Bild 3 zu
sehen ist. Durch einen dhnlichen Ansatz wurde dieses Mapping bereits in [7] gefunden.

4 Optimierte Mappings fiir beliebige, nicht-iquidistante, Signalpunkte
4.1 Maximierung von I;(1)

Die 2" Symbole werden nun in einem Vektor S zusammengefasst. Nach (10) ist /(1)
eine Funktion von §. Das (iterative) Gradientenverfahren zur Optimierung von /gi(1)
bildet den Gradient beziiglich dieses Symbolvektors grads /ei(1) [8,9]. Fiir die nachfol-
gende Iteration wird dieser Vektor mit einer bestimmten Schrittweite 5, ausgehend
von §, ,.entlanggelaufen*:

~

S, = 8, +3grads Iei(1) (12)
Nun muss der neue Symbolvektor wieder auf die Energie Es=1 normiert werden:
S _ S n+1 (13)
n+l" || &
IS v

Bei dem Gradientenverfahren 16st man sich von der Beschrinkung auf ein orthogona-
les dquidistantes Raster und erlaubt alle Anordnungen. In Bild 5 ist jene Anordnung zu
erkennen, welche /5 (1) maximiert. Wie bei allen hier gezeigten Signalzustands-Dia-
grammen wurde auch hier Es=10 gewahlt.
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den Symbole entweder in G1 oder G2 liegen.
Bild 5: Mapping mit maximalem Ix:(1)

Ein derartiges Mapping ist in der Praxis nicht einsetzbar, erlaubt aber folgende
Schlussfolgerung: unabhingig von der Modulationsstufe M lassen sich immer zwei

Gruppen G1 und G2 bilden, die sich im Abstand 2VE, (bzw. 2, falls E; auf 1 nor-
miert wurde) befinden. Uber die Gleichungen (6) bis (8) erhilt man
p(Ly|X=1)=A4(4«,8«). Mit der in [4] definierten J-Funktion lisst sich nun die

entsprechende Transinformation angeben, welche als Obergrenze aufgefasst werden
kann:

[El(l) = [E1(1)|upperbound:J(2 20() (14)
Man erkennt, dass diese Grenze nur von dem Signal-zu-Rauschverhiltnis o abhéngt.



4.2 Maximierung von /g;(1) und Minimierung von P,
Aus der vorherigen Betrachtung folgt, dass man ein weiteres Kriterium hinzuziehen
muss, um realisierbare Mappings zu optimieren. Eine Mdglichkeit besteht darin, /g:(0)
ebenso zu maximieren bzw. einen Kompromiss zwischen diesen beiden Grenzwerten
der Demapper-Ubertragungscharakteristik zu finden. Der Einfachheit halber werden
hierzu einige Ndherungen getroffen:
Nach [4] lasst sich jedem Punkt des EXIT-Diagramms néherungsweise eine Bitfehler
haufigkeit P, zuordnen. Dazu wurde die Annahme getroffen, dass die L-Werte gaul3-
verteilt sind. Fiir den Punkt (/a,=0, /:(0)) ergibt sich:

1 [3(15(0)

P, > erfc 2

(15)Hierbei bezeichnet erfc(.) die komplementire Fehlerfunktion. Aus Monotoniebe-
trachtungen ergibt sich, dass eine Minimierung von P, eine Maximierung von /g;(0)
liefert. Um P, zu berechnen, werden als weitere Néherung die Entscheidungsgebiete,
die zu einem Symbolfehler fithren, durch Halbebenen ersetzt, welche ab dem halben
Abstand zweier betrachteter Symbole beginnen. Diese Néherung ist berechtigt fiir gro-
e Storabstdnde und wurde auch in [10] benutzt. Somit erhilt man:

M_1 M1

1 1
waz—M Z z Eerfc

yn_yi|
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i#n

wobei du(. , .) den Hamming Abstand der beiden Bitfolgen beschreibt. Anstelle P, zu
minimieren, kann man auch die Wahrscheinlichkeit (1-Py), dass ein Bit richtig ent-
schieden wird, maximieren. Mit dem Gewichtungsfaktor aw € [0,1] lasst sich nun eine
Funktion fiir einen geeigneten Kompromiss definieren:

OptSle(S) = aw IE1(1) + (l-aw)-(l-Pb) (17)
Fiir aw =1 wird nur /(1) maximiert, fir aw =0 nur P, minimiert und flir jeden anderen
Wert wird ein entsprechender Kompromiss gefunden. Das Gradientenverfahren wird
(nach geeigneter Normierung der beiden Gradienten auf eine feste Schrittweite) wie
folgt erweitert:

e dy(map” (), map™ (1) (16)

S n+l = Sn + aw'gradslm(l) + (l-aw) -grads (I-Pb) (18)
Anschlieend wird die Normierung entsprechend (13) durchgefiihrt. Wie auch der
BSA konvergiert das Gradientenverfahren in der Regel in ein lokales Extremum, so
dass durch viele zufillig gewiirfelte Anfangsanordnungen das globale Extremum ge-
funden werden kann.

Die Bilder 6 bis 8 zeigen optimierte Mappings fiir aw = 0, 0.5 und 0.95 sowie die Wer-
te fuir /i(1), Py, und optsum(sS) fiir 6 dB Storabstand. Fiir aw = 0 erkennt man die zu er-
wartende Gray-Zuordnungsvorschrift, jedoch liegen die Symbole nicht in einem ortho-
gonalen Raster. Bei aw = 0.5 liegen die Symbole der Gruppen G1 und G2 bereits in
disjunkten Gebieten, und die Gruppen entfernen sich mit zunehmendem aw. Bei nahe-
zu allen optimierten Mappings ergaben sich viermal jeweils vier Punkte mit dem sel
ben Betrag und den Winkeln =@+ . Sofern sich bei dem anfangs gewiirfelten Map-
ping die Gruppen G1 und G2 nicht in verschiedenen Gebieten befanden, konvergierte
das Gradientenverfahren fiir a,,>0.6 stets in ein lokales Optimum, bei dem sich die
Symbole der Gruppe G2 auf einer inneren Ellipse anordneten, wihrend die Gruppe G1
eine dullere Ellipse bildete. Bild 9 zeigt ein derartiges Suboptimum fiir aw = 0.8, bei
dem die Ellipsen zu Kreisen entartet sind und die Signalkonstellation eine PSK mit
zwel Amplitudenstufen darstellt.



Ey/Ng = 6dB; ay, = 0.0; [E1(1) = 0.7372; Pb = 0.1277; optsum = 0.8723
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Bild 6: Mapping mit aw = 0

Ep/Ny = 6dB; ay, = 0.95; I[E1(1) = 0.9982; Pb = 0.2573; optsum = 0.9854
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Bild 8: Mapping mit aw = 0.95

Ep/Ng = 6dB; &y, = 05; IE1(1) = 0.9960; Pb = 0.2239; optsum = 0.8860
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Bild 7: Mapping mit aw = 0.5

Ey/MNy =6dB; ay = 0.8; IE1(1) = 0#{%}&? Pb = 0.2462; optsum = 0.9466
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Bild 9: Mapping mit aw= 0.8 (subop.)

Bild 10 zeigt das EXIT-Diagramm fiir die Mappings aus den Bildern 6 bis 8 bei 4 dB
Storabstand. Zum Vergleich wurde auch das beste orthogonale Mapping aus Bild 3

eingezeichnet.
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Bild 10: EXIT-Diagramm fiir aw =
0, 0.5, 0.95 und fiir orth. AG
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Die Ubertagungscharakteristik fiir aw = 0 ist nahezu eine horizontale Gerade und liegt
minimal {iber der eines orthogonalen Gray-Mappings. Die Kurve fiir aw = 0.5 besitzt
groBBere Werte 7¢1(0) und Zi(1) als das orthogonale Anti-Gray Mapping, hingt aller-
dings in der Mitte des Diagramms stdrker durch. Erhoht man aw weiter, so verbessert
sich g (1) auf Kosten der Werte fiir geringes a priori Wissen. Es ist also ein spater Tur-
bo-Cliff mit einem geringen Error-Floor zu erwarten. Die suboptimale Anordnung fiir
aw = 0.8 maximiert die Grenzwerte /z(0) und Zgi(1) zwar schwécher als das entspre-
chende globale Optimum, besitzt aber eine Ubertagungscharakteristik, welche fiir alle
I lber der des orthogonalen Anti-Gray Mappings liegt.

Bild 12 fasst die Ergebnisse in einem Diagramm (BER {iiber Stérabstand) zusammen.
AWGN; 16-QAM; 9.610° information bits; 30 iterations.
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Bild 12: Bitfehlerhdufigkeit iiber Storabstand fiir verschiedene 16-QAM Mappings

Wie zu erwarten, verschiebt sich der Turbo-Cliff mit steigendem aw zu hoheren Stor-
abstdnden, jedoch weisen diese Mappings einen geringeren Error-Floor auf. Das sub-
optimale Mapping fiir aw = 0.8, sowie das Mapping fiir aw = 0.5 erlauben einen guten
Kompromiss zwischen den unterschiedlichen Anforderungen.
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